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[摘 要] 利用 Gauss 型求积公式在交错网格的情况下构造了一类不需解 Riemann 问题的求解二维双曲守恒律的
二阶显式 Gauss 型差分格式, 该格式在 CFL 条件限制下为 MmB 格式. 并将格式推广到二维方程组, 进行了数值试
验.
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= 0, t > 0, ( x , y ) R  R
u ( x , y , 0) = u0( x , y ) , ( x , y ) R  R
, f , g C
2
( R ) (1)
的数值解.众所周知,当 f ! ∀0, g! ∀ 0时, 即使 u0( x , y )是 x 的相当光滑的函数,式( 1)的解也可能产生间
断,即产生激波.因此,寻求具有高分辨,不振荡等良好性质的激波捕捉方法一直是计算数学工作者大力研究
的问题. 1983年, Harten[ 1]首创了二阶 TVD( Total Variat ion Diminishing )格式,这类格式具有高分辨, 不振荡
等良好性质.然而,对于二维的情况, TVD格式只能是一阶格式. 1989年Wu H M [ 3]从单个线性双曲守恒律
出发,构造了二维双曲型守恒律的二阶精度的 MmB( Maximum and m inimum Bounds)差分格式, 使构造二维
高分辨格式有了新的突破.
定义 1 若给定式(1)的差分格式
uh ( p ) = L huh (
n












uh( P ) , (3)
则称格式(2)为 MmB差分格式.
本文在交错网格的情况下,利用 Gauss型求积公式构造了一类不需解 Riemann问题的求解二维单个双
曲守恒律的二阶显式 Gauss型差分格式, 证明了该格式在 CFL 条件限制下为 MmB格式,然后将格式推广到
二维方程组的情形, 并进行了数值试验, 得到的试验结果令人满意.本文之所以要在交错网格的情况下构造
差分格式, 是由于在这种情况下所构造的差分格式不需要解 Riemann 问题, 因此具有计算简单、工作量少、
编程简便等特点.
1 二维交错网格的 GAUSS型差分格式
记 x 和y 方向的空间步长分别为 x 和 y ,时间步长为 t , x 和y 方向的步长比分别为  = t / x 和
!= t / y , x j= j x , y k= k y , t n= n t , x j + 1/ 2= ( j + 1/ 2) x , y k+ 1/ 2= ( k+ 1/ 2) y ,
I j , k= [ x j - 1/ 2, xj + 1/ 2]  [ yk- 1/ 2, y k+ 1/ 2] , I j + 1/ 2, k+ 1/ 2= [ x j , x j + 1]  [ y k , yk+ 1] .
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下面我们来描述二维交错网格的 Gauss型格式的构造.
用 vnj , k和 v
n
j + 1/ 2, k+ 1/ 2分别表示 u ( x , y , t )在时间层 t n 时在区域 I j , k和 I j + 1/ 2, k+ 1/ 2上的平均值,即
v
n




u ( x , y , t n )dx dy , v
n
j+ 1/ 2, k+ 1/ 2 =
1
x y∃I
j+ 1/ 2, k+ 1/2
u( x , y , t n )dx dy . (4)
在每个时间层上我们利用线性逼近对平均值函数进行重构
v ( x , y , tn ) = L j , k ( x , y , tn ) = v
n
j , k +
x - x j
x
v%j , k +
y - yk
y




v%j , k =






+ O ( x ) ,
1
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w%j , k =






+ O ( y ) . (5b)
利用重构函数代替方程( 1)中的函数 u( x , y , t ) ,并在区间[ t n, t n+ 1]  I j + 1/ 2, k+ 1/ 2上积分,得到
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( g ( v ( x , y k+ 1, t ) - g ( v ( x , yk , t ) ) ) dx dt .
(6)









j+ 1, k+ 1 + v
n
j+ 1, k + v
n
j , k+ 1+ v
n
j , k ) -
1
16
( v%j+ 1, k - v%j , k + v%j+ 1, k+ 1- v%j , k+ 1-
w%j+ 1, k + w%j+ 1, k+ 1+ w%j , k - w%j , k+ 1) -  2 ( h
n
j + 1, k - h
n
j , k + h
n
j+ 1, k+ 1- h
n





j , k+ 1- r
n
j , k + r
n
j+ 1, k+ 1- r
n
j+ 1, k) ,
h
n
j , k =
1
2
( f ( v
n
j , k - h1f %j , k) + f ( v nj , k - h 2f%j , k) ) ,
r
n
j , k =
1
2
( g ( v
n




f%j , k =






+ O ( x ) ,
1
y
g%j , k =






+ O ( y ) , (7c)

















利用 Taylor 展开式, 我们容易证明下列定理:
定理 1 当由式( 5b) 和式( 7c) 定义的数值导数的一阶扰动项是 Lipschitz 连续的, 则由( 7)式定义的
Gauss型格式在函数 u( x , y , t )的充分光滑区域为时空二阶精度格式.
定理 2 如果 Gauss型格式( 7)中的数值微分 v%j , k , w%j , k , f %j , k , g%j , k满足以下条件
0 # v%j , k vnj+ 1/ 2, k # ∀| MM ( v nj + 1/ 2, k , v nj- 1/ 2, k ) | , ( 8a)
0 # w%j , k w nj , k+ 1/ 2 # ∀| M M ( w nj , k+ 1/ 2, w nj , k- 1/ 2) | , (8b)
0 # f %j , k v nj+ 1/ 2, k # #f | MM ( f nj+ 1/ 2, k , f nj- 1/ 2, k) | , (8c)
0 # g%j , k w nj , k+ 1/ 2 # #g | MM ( gnj , k+ 1/ 2, gnj , k- 1/ 2) | . (8d)
那么,在 CFL 条件(9)的限制下,格式(7)为 MmB格式.
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由式(8)和式(9)得到
v%j+ 1/ 2, k
v
n










j+ 1/ 2, k
# ∀,
w%j , k+ 1/ 2
v
n
j , k+ 1/ 2
# max
w%j , k+ 1
v
n





j , k+ 1/ 2
# ∀,
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记式(11)在( x j , yk , t n)处的近似解为 V
n
j , k= ( v
1









j+ 1, k+ 1+ V
n
j + 1, k + V
n
j , k+ 1 + V
n
j , k) -
1
16
( V%j + 1, k - V%j , k + V%j+ 1, k+ 1- V%j , k+ 1 -
W%j+ 1, k + W%j+ 1, k+ 1+ W%j , k - W%j , k+ 1) -  2 ( H
n
j+ 1, k - H
n
j , k + H
n
j+ 1, k+ 1- H
n





j , k+ 1 - R
n
j , k + R
n
j+ 1, k+ 1- R
n









j , k - h 1F%j , k) + F( V nj , k - h2F%j , k) ) ,
R
n
j , k =
1
2
( G ( V
n
j , k - h3G%j , k) + G ( V nj , k - h4G%j , k) ) .
数值微分 V%j , k、W%j , k、F%j , k、G%j , k的每一个分量按(8)式的定义选取.
3 数值试验
本节我们分别给出利用 Harten[ 1]的 TVD格式
及本文的 Gauss 型格式(7)、( 12)在 Pent ium MMX
200的微机上进行数值实验的例子.










= 0, t ∋ 0,
u( x , y , 0) = u 0( x , y ) , 0 # x , y # 1.
其中
u 0( x , y ) =
- 0 5, 0 # x , y < 0 5,
0 5, 0 5 # x , y # 1,
0 25, 其他.
取空间步长 x= y= 1/ 80,数值导数为(8)式中取
∀= 1, CFL = 0 2,计算 t = 1 5时的结果, 图 1表示
精确解,图 2表示计算结果.
例 2 考虑二维无粘可压缩流体力学 Euler 方
程组
U = ( ∃, m , n , E) T ,
F ( U) = ( m , m
2
/ ∃+ p , m n/ ∃, m ( E + p ) / ∃)
T
,
G ( U) = ( n, mn / ∃, n
2
/ ∃+ p , n( E + p ) / ∃)
T
,
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图 1 算例 1 的精确解 图 2 算例 1 Gauss 格式
的计算解
Fig. 1 Exact solution for
ex ample 1
Fig. 2 Numerical solution
by Gauss scheme ( 7)
for example 1






) / ∃) ,
u = m / ∃, v = n/ ∃, c = %p / ∃.
其中 u、v、p、∃分别为 x 方向和 y 方向的速度、压
力、密度, m、n、E、c 分别为 x 方向和 y 方向的动
量、总能及当地音速, %是绝热指数, 这里取 %=
1 4.
算例 2A 定常规则激波反射问题.应用文[ 5]
中给出的初边值条件, 计算区域为 0 # x # 4, 0 # y
# 1.选取 x= 1/ 15, y = 1/ 20, 数值导数为(8)式
中取 ∀= 1, CFL = 0 11,迭代 1 000时间步达到定
常解,密度和压力的等值线示意图见图 3和图 4. 计
算时间的对比: Harten的 TVD 格式的计算时间为
3m in 08 s,本文的 Gauss型格式( 12)的计算时间为
1m in 15 s.
图 3 算例 2A 中 TVD格式的计算解
Fig . 3 Numerical solution by Harten) s
TVD scheme for ex ample 2A
算例 2B 非定常双马赫数激波反射问题. 应用
文[ 8]中给出的初边值条件, 计算区域为 0 # x # 3,
0 # y # 1.数值导数为( 8)式中取 ∀= 1, CFL = 0 11.
∗取 x= y= 1/ 30,图 5是 t= 0 2时的密度
等值线.计算时间的对比: Haten的 TVD格式的计
算时间为 2 min 56 s,本文的 Gauss型格式( 12)的计
算时间为 1 min 22 s.
图 4 算例 2A 中本文 Gauss格式的计算解
Fig. 4 Numer ical so lution by
Gauss scheme ( 7) for ex ample 2A
图 5 算例 2B 中 TVD格式的计算解
F ig. 5 Numerical solution by Harten) s
TVD scheme for example 2B
+ 取 x = y = 1/ 60,图 6是 t = 0 2时的密度
等值线. 计算时间的对比:Harten 的 TVD格式的计
算时间为 33m in 24 s, 本文的 Gauss型格式(12)的
计算时间为 11 min 08 s.
图 6 算例 2B 中本文 Gauss 格式的计算解
Fig. 6 Numer ical so lution by
Gauss scheme ( 7) for example 2B
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从计算结果和计算时间的比较,我们可以看出,
本文所构造的差分格式是一个行之有效的方法.
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A CLASS OF GAUSS SCHEMES WITH STAGGERED GRIDS
IN TWO DIMENSIONS
QIU Jian x ian, DAI Jia zun
( College of Science, N anj ing Univer sity of A er onautics and A stronautics, N anj ing 210016, P R China)
[ Abstract] I t presents a class of the second order accurate explicit Gauss schemes with stag gered grids for the computat ion of solu
tions of single hyperbolic conservation laws in two dimernsions, these schemes are Riemann solver free and Max imum and M inimum
Bounds under the restriction of CFL, and have been ex tended to system of hyperbo lic conservation law s. Because these schemes are
constructed under stag ger ed grids and Riemann solver free, the advantages of these schemes compared to other TVD schemes such as
Harten) s are: no complete set of eigenvectors is needed and hence weakly hyperbolic system can be solved, faster and programming is
much simpler. The numer ical solutions obtained in computation Riemann problem are satisfactor y.
[ Key words] conservation laws; MmB; flux ; convergence; stag gered gr ids
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